Mécanique des Sols

STATISTIQUE DE LA DECISION APPLIQUEE

A L'ESTIMATION DES PARAMETRES

DE CISAILLEMENT DES SOLS

I INTRODUCTION
L'analyse de la performance des structures géo-
techniques est basée d'une part, sur I'analyse de
la variabilité physique des paramétres du sol et
d'autre part, ces parametres ne sont pas toujours
mesurés directement, sinon en petit nombre
mais font l'objet d'un modéle qui tient compte
des paramétres controlés. En plus de ces incer-
titudes, plusieurs erreurs sont commises sur les
réalisations ellesmémes de ces paramétres, fai-
sant naitre ainsi des incertitudes physiques.

La prédiction de la performance, avant la
construction des ouvrages, dépend de la qualité
et la quantité de l'information obtenue a partir
des essais réalisés. Si la valeur de l'information
est connue en fonction des coits de I'observa-
tion, une étude économique est done possible.
La théorie de la statistique de décision, appli-
quée 4 l'estimation, s'adapte bien a ce genre
d'analyse.

Les reconnaissances des matériaux, qui ont
servi a la construction du noyau du barrage de
Grand'Maison (France), ont été effectuées en
1977. En 1978, l'information concernant les pa-
ramétres de cisaillement, a été jugée insuffi-
sante et par conséquent une nouvelle cam-
pagne d'essais a été programmeée. L'étude pro-
poser va tenter d'une part, d'analyser cette dé-
cision ainsi que la valeur de 'information nou-
velle et, d'autre part, d'analyser l'opportunité
d'une troisiéme campagne d'essais; et ceci en
utilisant les techniques d'estimation des para-
métres a partir de la théorie de la statistique de
décision.

2 THEORIE DE LA STATISTIQUE
DE DECISION

2.1 Concept de bases

2.1.1 Espace des états de la nature

L'espace des états de la nature est un espace
dont les éléments sont des distributions de pro-
babilité et dont chacune est censée corres-
pondre & un état de la nature est un ensemble
de description conjecturale de I'Univers & un
moment donné. L'ensemble de ces descriptions
imaginaires est appelé ensemble des états pos-

sibles et noté par €. Si de plus, on définit une
distribution de probabilité P sur l'ensemble des
hypothéses A, l'espace des états de la nature est
ainsi un triplet (Q.P,A), c'est a dire un espace
de probabilité. Il faudra bien distinguer la dis-
tribution de probabilité P des éléments W de
l'espace Q qui sont aussi des distributions de
probabilité.

Pratiquement, on admettra souvent que la for-
me analytique des éléments we £ est connue et
que chaque W est entiérement déterminé par
les valeurs d'un ensemble fini de paramétres
(par exemple la moyenne et la variance si les
distributions sont normales). Si ces paramétres
sont au nombre de p, l'espace des états de la na-
ture prendra la forma d'un espace euclidien & p
dimensions.

2.1.2 Espace des observations

Le statisticien dispose d'un ensemble d'observa-
tions, prenant la forme d'un ensemble & n va-
riables aléatoires (ou éventuellement une infi-
nité) dont les distributions de probabilité dé-
pendent du paramétre w sinon leurs observa-
tions ne fournissent aucune information sur I'es-
pace . Nous avons a tenir compte:

*De I'ensemble des valeurs possibles du mult-
plet des n variables aléatoires observées; soit S
cel espace;

*Des événements possibles a 'occasion de leur
observation; soit E I'ensemble de ces événe-
ments;

*D'une distribution de probabilité P, dépen-
dant de w et attribuant une probabilité a chaque
événement de E.

11 s'agit en fait d'une famille d'espace de proba-
bilité(S, E, Pw), indexé par le paramétre W.

11 s'agit en fait d'une famille d'espace de proba-
bilité (S, E, P,,), indexé par le paramétre W.

2.1.3 Espace des décisions A

C'est un ensemble de décisions possibles.
L'ensemble des événements décisionnels peut
étre représenté par des sous-ensembles de A
noté D. Le couple (A, D) définit un espace pro-
babilisable (quand on aura ajouté une probabi-
lité, définie pour tout événement décisionnel, ce
sera un espace de probabilité).
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2.1.4 Espace des récompenses R

Clest I'ensemble des récompenses possibles qui
peuvent étre recues par le statisticien comme le
résultat d'une décision de A et we Q étant le ré-
sultat de l'expérimentation. Donc 6(w.d), note
la récompense dans R quand le statisticien pren-
dra une décision d, le résultat de l'expérimen-
tation étant w. Soit B, l'ensemble des événe-
ments possibles de R.|o(w,d):QxA—R|

2.2 Fonction utilité

Il est supposé que le statisticien aura a définir
une préférence sur I'ensemble des récompenses
et donc donné un ordre total sur R. Pour
chaque distribution Pe P une famille de distri-
bution de probabilité et une fonction U a valeur
dans R définie sur R, l'espérance de U si elle
existe, E(U/P) quand P est une distribution sur
R, est donnée par: E[U/P)=|,U(r)dP(r)

La fonction réelle U définie sur R est appelée
fonction d'utilité si elle a les propriétés suivantes:
- Pour Pl et P2 € R deux distributions de proba-
bilités telles que E[U//PI] et E[U//P2] existent;

- PI< P2 si et seulement si E [U/Pl] < E[UP2]
Pour chaque récompense re R, U(r) est appelée
utilité de r et pour chaque distribution de proba-
bilité Pe P, E[U/P| est appelée utilité de P. Dans
les problémes de l'ingénieur, il convient de par-
ler du coté négatif de l'utilité qui est appelé perte.

3 ANALYSE DES FACTEURS
D'INFLUENCE

L'influence des procédures d'essais et de la den-
sité initiale a été testée par 'analyse de variance-
covariance (Lebart et al). Cette analyse permet-
tra de dégager un modéle cohérent de l'angle
de frottement de pie 4 partir des résultats de la-
boratoire. Un modéle linéaire, sans interaction,
a été choisi pour tester les différentes hypo-
théses nulles (non influence de facteur ou de tel
groupe de facteurs).

Oy =D + A +B, +C +ay+e's

Analyse
Variance

Covariance
.

|

Facteurs d’influence

Type d’appareil Aji = 1.2 (Boite et Triaxial)

Condition d’essai Bjj= 1,2 (drainé et non drainé)

Nature des matériaux Cyk = 1.2 (Ecrété a 63mm et a 20mm)

Densité séche initiale ya( Variable continue)
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Le plan d’expérience pour I'analyse de variance
est donné par la figure (1).

Malgré le déséquilibre des cellules, I'analyse est
possible sans toutefois pouvoir tester le modéle
complet en une seule analyse nombre insuffi-
sant de données. Il a été procédé a des analyses
sur un ou deux facteurs & la fois. Les résultats
sont donnés par le tableau 1.

L'analyse de la covariance sur la densité initiale
a montré que ce facteur n'avait pas d'influence
significative. On notera que les densités varient
sur une faible plage.

Facteurs | Probabilité critique Degré de signification
A 3% Trés T
B 6% Peu
__C | A7t _Non
A+B 8% Peu
A+C 11°% Non

Tableau 1: Résultats d’analyse de variance

Les mémes analyses ont été menées sur la con-
trainte de cisaillement de rupture et ont con-
firmé ces résultats. Aussi, le modéle suivant a
été adopté:

D' =d, +A +¢

b, =40,2°

A = -A, =27

vlLi E[e']|=0V[e']|=10.8 0, =3.28

Il a été estimé que la boite de cisaillement a
l'encontre du triaxial procurait un biais systé-
matique par rapport a la réalite. Aussi, les va-
leurs ont été débiasées, soit Ay =54, Ay =0
et o= 375", Le modéle est done:

®'=375+¢
@, =375
vl E[e']=0 I{e']=9.54 0, = 3.0

Les essais indiquent une forte dispersion, due a
celle donnée par la boite de cisaillement. Ce
désavantage, pour la prédiction de l'angle de
frottement interne de pis, est discuté dans le cal-
cul d'optimisation du nombre d'essais.
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4 OPTIMISATION DU NOMBRE
D'ESSAIS DE CISAILLEMENT
En 1977, lors des premiéres reconnaissances des
matériaux servant POUI' Ia construction dll bar-
rage de Grand'Maison, on disposait de cinq es-
sais 4 la boite de cisaillement de moyenne (=
425" et de variance S2y,=14,64. Si l'on part de
I'hypothése que ¢() suit une loi normale de
moyenne W et variance connue 624 Soit :
1 { 1(®- W)’

L‘)\P ek =

2no, z

F(®)= (@)=
v

Le paramétre W de la loi de ¢ est luiméme
considéré comme variable autoritaire. Ne sa-
chant que peu de choses sur cette variable, on
peut choisir sa loi dans la famille des conjugées
naturelles de f(0), c'est-d-dire, dans notre cas,
une loi normale. Soit §(w), la distribution &
priori des paramétres W:

J 1 (w—to)

I

4

c(w)=— exp 4- 3
\2no, 12 g,

La moyenne | et l'écart type Oy sont estimés a
partir des essais de 1977, qui servent alors d'in-
formation a priori:

¢ o
Hy= %Zam =429
2=l

Quel est le risque attaché a cette premiére in-
formation a priori ? L'é¢tude de la sécurité et
I'étude économique devraient nous donner une
fonction de cont dépendant des trois paramétres
aléatoires du probléme (les états de la nature, ici
le paramétre W; les réalisations de la variable
de calcul de I'ouvrage, ici c'est le paramétre ¢
et les paramétres de décision, ici la décision por-
tera sur la valeur a adopter pour w soit wg).

La fonction de cont est alors L{w,wg). En l'ab-
sence des études économiques et de sécurité, on
peut directement adopter la fonction objective
sous une forme trés simple et propre au calcul
analytique:

L{w,w,)=Ry(w-w,)

Mécanique des Sols

Le risque & priori serait alors:
I&,(il' -w, ):C(M')d\r

Ce risque est minimum pour la meilleure déci-
sion & priori W*d=0,. Le risque 4 priori devient
R(w*4)=Ro0if.

Quel bénéfice apporteraient les essais de 1978 7
La fonction de vraisemblance des cinq essais tri-
axiaux est une loi normale:

VRHE I )
j(¢/u)(2m’“:r:exp] ZZ a7 }mun-S

s
e §=1/5Y ¢, =375°
i

La distribution & posteriori de w est une loi nor-
male (conjuguée naturelle):
g 1 1 (w—u,) l
(WD) = —S—7 APy ————
! i (2na’,)"? p{ 2 0%
Dont les paramétres [, et G, se calculent expli-
citement;

Le risque a posteriori serait égal a:
ta

JR,(n'—w,,f [ (w.¢)dw

qui est minimum et égal a RUGQ,, pour la meil-
leure décision égale a (.

Le gain que procure la nouvelle information est
égal a la diminution du risque moins le cott de
l'information; c'est-d-dire le coat des essais tri-
axiaux et que l'on suppose proportionnel au
nombre d'essais, soit Ry,n.

1

2 2 2 [l

G = R,(6% —0%)— Rn=R,0% ——
n+" %/,

g

Ce gain est maximum pour:
gain P
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Jfigure 2- Nombre optimal
d'essais en fonction des
cols et des variances
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5 APPLICATIONS NUMERIQUES
Campagne d'essai 1977: La question es-
sentielle est celle du choix de 6% qui est sup-
posée connue. Aprés les essais a la boite de ci-
saillement, on n'a en principe d'autre choix que
de prendre la variance estimée de ces essais
comme estimation de 6% puisqu'on ne sait rien
des essais de l'année suivante; soit:
o 2

c’=1464 0, =293 —
GH‘

=5

EDF en a réalisé 5 essais alors que le nombre
optimal qu'il aurait fallu réaliser en 1978
(Figure 2) est:
n* =7
n*1=33

pour Ro/R; = 10
pour Roy/R; = 100

Campagne d'essais triaxiaux 1978: La
campagne de 1977, que l'on a pris pour infor-
mation a priori, a fournie des données trés désa-
vantageuses a4 cause du biais des essais a la
boite et de la dispersion beaucoup plus grande
que ceux-ci. On est alors en droit de prendre
une valeur inférieure de la variance, estimée a
partir de l'échantillon complet (1977-1978) dé-
biaisé, soit (Figure 2):

s y g,
6,/=9,03 0,/ =293 —~ =31
ah-
n*,=6 pour R/R, = 10
n*,= 27 pour Ry/R; = 100

Si T'on juge que la variance est toujours trés
grande, on pourrait 'estimer & partir des essais
triaxiaux seulement. Soit (Figure 2):

' ) a
0,=26 0, =293 —- =088

o‘lJ'
n*;=4 pour R,/R; = 10
n*;3=15 pour Ry/Ry = 100

On pourrait dire que I'EDF s'est implicitement
placé dans le cas Ro/R; = 16, si la fonction ob-
jective a quelque réalisme.

Nouvelle campagne: Les essais réalisés en
1977 et 1978 sont & méme de servir d'informa-
tion & priori pour le paramétre w, dont les ca-
ractéristiques de la loi seront maintenant:

=i =§ =375
u, =37.5° o0, =04
La variance & posteriori 6%, devient le nouveau
6% et le nombre optimal d'essais d'une troi-
siéme campagne, aurait été (Figure 2):
n, =10  pourR, /R =100
n, =45  pourR /R =1000

6 CONCLUSION

Bien que le nombre de données ne permeite
pas de tester les quatre facteurs a la fois, I'ana-
lyse a permis de montrer que le facteur le plus
influent sur l'angle de frottement est le type
d'appareil utilisé.

Si la fonction objective choisie ait quelque réa-
lisme, I'analyse a montré que le nombre d'essai
a été insuffisant. On peut penser 4 l'inverse, que
la sécurité vis-a-vis d'instabilité n'est absolument
pas controler par la moyenne l'angle de frotte-
ment interne, ni par sa variance ponctuelle,
mais par d'autres paramétres prenant en compte
la variabilité spatiale de ¢pic, comme son
échelle de [luctuation; les ruptures ayant lieu en
grande masse.

Ceci montre la nécessité d'utiliser les champs
stochastiques, pour mieux connaitre les aléas
des propriétés de la digue et mieux les prendre
en compte dans des études d'états critique glo-
baux. Cette question semble d'importance par-
ticuliére pour les états critiques d'action interne
de l'eau.

Enfin, I'llustration d'un calcul d'optimisation du
nombre d'essai montre la nécessité d'une ana-
lyse économique couplée a l'analyse de securité
et sans laquelle aucune analyse de risque et
donc aucune optimisation des décisions n'est
possible W
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